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摘　要　讨论了分数布朗运动功率谱的时频分析和时间尺度域分析方法 ,通过对分数布朗运动非平稳性的

分析 ,证明了非平稳的分数布朗运动通过带通滤波器的输出为一平稳随机过程的结论 ,从而提出了一种基于

线性时不变系统滤波的分数布朗运动功率谱的频域分析方法 ,并且对频域分析方法进行了讨论 .
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1　问题的讨论

在信号处理领域中 ,广泛存在着一类具有长

时相关性的信号 ,若对它们的功率谱进行测量 ,则

在较宽的频率范围内往往得到具有如下形式的功

率谱表示

Sx (k) ～ W
2
x /|k|

2H+ 1
, ( 1)

即它们的功率谱与频率成负幂指数关系 .这类信

号的一个重要特性就是具有统计自相似性 ,即它

们的有限维联合概率分布与尺度变化无关 .对于

任意的 a> 0, X ( t )为具有统计自相似性的随机

过程 ,则有 X ( t )=
P

a
- H

X (at ) ,其中 =
P

表示有限维

联合概率分布相等 , H称为相似性参数 .由于对

于平稳随机过程 ,不可能具有形如式 ( 1)的功率

谱 .因此 ,具有式 ( 1) 形式功率谱的过程必为一

个非平稳随机过程 .

分数布朗运动是描述具有统计自相似性随机

过程的一个模型 [1 ] .分数布朗运动的定义如下 .

定义 1　设 H 满足 0 < H < 1,b0为任意实

数 .若随机函数满足:

B H ( 0, k) = b0 ;

　BH ( t , k) =
1

Γ( H+ 1 /2)  

∫
0

- ∞
[ ( t - s )

H- 1 /2
- ( - s )

H- 1 /2
]dB (s , k) +

∫
t

0
( t - s )

H- 1 /2
dB (s , k) ,

则称 B H ( t , k) 为分数布朗运动 ( fBm ) , H 为分

形参数 ; b0为初始值 ;k属于样本空间 K. H= 1 /2

时为通常的布朗运动 . BH ( t , k) 简记为 BH ( t ) ,

并且 B H ( t )满足零均值高斯分布 .其相关函数为

　E [B H ( t )B H (s ) ] = ( VH /2) [|t|2H+

|s|2H - |t - s|2H ] , ( 2)

式中

　V H = E|BH ( t+ 1) - B H ( t )|2 =

Γ( 1 - 2H ) cos(πH ) / (πH ) .

由式 ( 2)知 ,分数布朗运动是一个非平稳过程 .

对于非平稳过程 ,其功率谱没有一个明确的定义 .

因此 ,对于分数布朗运动的功率谱 ,无法用通常的

方法求得 . Flandrin从测度的意义上给出了分数

布朗运动功率谱的时频分析与时间尺度分析方

法 [2, 3 ] .本文首先讨论了这两种方法 ,然后给出了

一种基于线性时不变系统滤波的分数布朗运动功

率谱的频域分析方法 .

2　分数布朗运动功率谱的时频分析

定义 2　对于非平稳随机过程 X ( t ) ,若其相

关函数为 R ( t , s ) ,则 X ( t )的 Wigner-Vil le谱为

W x ( t , k) =∫
+ ∞

- ∞
Rx t + f

2
, t - f

2
e- ikfdf,

( 3)

可见 Wigner-Vi lle谱是一种时间依赖的谱 .将式

( 2)代入式 ( 3) 得分数布朗运动的 Wigner-Vi lle

谱为

WB
H
( t , k) =∫

+ ∞

- ∞
RB

H
( t + f/2, t - f/2)  

e- ikfdf= [1 - 21- 2H co s( 2kt ) ] ( 1 /|k|2H+ 1 ) .

　　由于分数布朗运动的 Wigner-Ville谱是一
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种时间依赖的谱 ,因此 ,对它的 Wigner-Ville谱

在时间域求平均 ,得

　 SB
H
(k, T ) = 1

T∫
T

0
WB

H
( t ,k) dt =

[1 - 21- 2H sin( 2kT ) / ( 2kT ) ] ( 1 /|k|2H+ 1 ) .

令 T→∞ ,并定义 lim
T→∞

SB H
(k, T ) 为分数布朗运

动的功率谱 ,则有

SB
H
(k) = lim

T→∞
SB

H
(k, T ) = 1 /|k|

2H+ 1
,

因此 ,通过定义分数布朗运动的 Wigner-Vi lle

谱 ,并对分数布朗运动的 Wigner-Vil le谱在时间

域取平均 ,从而导出了分数布朗运动具有式 ( 1)

形式的功率谱 .

3　分数布朗运动功率谱的时间尺度
分析

　　小波变换为时变信号的分析提供了一种强有

力的工具 .若j(x ) ∈ L2 ( R ) ,满足∫
+ ∞

- ∞
j(x ) dx =

0,则称 j(x ) 为小波函数 .又设 f ∈ L
2 ,则信号

f ( t ) 的连续小波变换 W f (a, b )定义为

W f (a , b) = |a|
- 1 /2∫

+ ∞

- ∞
f ( t )j

t - b
a

dt

(b∈ R , a∈ R - { 0} ) ,

式中 a是尺度参数 .下面讨论分数布朗运动小波

变换的性质 .

　 E [WB
H
(a , t )W B

H
(a, s ) ] = a

- 1  

∫
+ ∞

- ∞∫
+ ∞

-∞
E [B H (f1 )B H (f2 ) ]j

t - f1

a
j

s - f2

a
 

df1df2 = -
V Ha

2H+ 1

2 ∫
+ ∞

- ∞
|f|

2H
Vj f-

t - s
a

df,

式中Vj(f) =∫
+ ∞

-∞
j(θ)j(θ- f) dθ.

由分数布朗运动小波变换的相关函数可知 ,

当尺度 a一定时 , E [WB
H
(a, t )W B

H
(a, s ) ]只与 t

- s有关 ,因此 ,分数布朗运动的小波变换是一个

平稳随机过程 .分数布朗运动小波变换的功率谱

为

　 SB
H
(k, a ) =∫

+ ∞

- ∞
RB

H
(f, a ) e- ikfdf=

a|j(ak)|2 ( 1 /|k|2H+ 1 ) , ( 4)

式 ( 4)表示分数布朗运动经过尺度为 a时的小

波变换的谱 .当取所有的尺度时 ,并考虑到不同尺

度方向上小波变换的能量分布 ,可得分数布朗运

动的功率谱

SB
H
(k) =∫

+ ∞

-∞
SB (k,a)

da
a

2 =
1

|k|2H+ 1 . ( 5)

　　因此 ,通过对分数布朗运动进行小波变换 ,同

样导出了分数布朗运动具有式 ( 1) 形式的功率

谱 .

4　分数布朗运动功率谱的频域分析

分数布朗运动是一个非平稳随机过程 ,但经

过某种变换可能转换成一个平稳过程 .通过对变

换后平稳过程的谱分析 ,可以得到非平稳分数布

朗运动的谱信息 .

定理 1　分数布朗运动通过一个带通的线性

时不变系统 (系统通带下限 kL> 0)后 ,输出为一

个具有统计自相似性的广义平稳随机过程 .

证明　设一个带通的线性时不变系统的冲击

响应为 h ( t ) ,则分数布朗运动 B H ( t )通过该系统

后的输出为

yB
H
( t ) = BH ( t )* h ( t ) =∫

+ ∞

- ∞
BH ( t - f)h (f) df,

　 E [yB
H
( t )yB

H
(s ) ] =

V H

2∫
+ ∞

-∞∫
+ ∞

- ∞
[|t - f1|2H+ |s - f2|2H -

|t - s - f1+ f2|
2H

]h (f1 )h (f2 )df1 df2 .

设 H (k) =∫
+ ∞

-∞
h ( t ) e- iktdt ,由于通带下限 kL >

0,故 H ( 0) = 0,即∫
+ ∞

-∞
h ( t )dt = 0 ,于是有

　∫
+ ∞

- ∞∫
+ ∞

- ∞
[|t - f1|2H ]h (f1 )h (f2 ) df1df2 =

∫
+ ∞

- ∞
h (f2 ) df2∫

+ ∞

- ∞
[|t - f1|2H ]h (f1 ) df1 = 0;

　∫
+ ∞

-∞∫
+ ∞

- ∞
[|s - f2|

2H
]h (f1 )h (f2 )df1 df2 =

∫
+ ∞

- ∞
h (f1 )df1∫

+ ∞

- ∞
[|s - f2|

2H
]h (f2 ) df2 = 0,

因此

　E [yB
H
( t ) yB

H
(s ) ] = -

V H

2∫
+ ∞

-∞∫
+ ∞

- ∞
|t - s -

f1 + f2|
2H
h (f1 )h (f2 ) df1df2 .

由于相关函数 E [yB
H
( t ) yB

H
(s ) ]只与 t- s有关 ,

因此 ,分数布朗运动 B H ( t )通过一个带通的线性

时不变系统后的输出为一个广义平稳随机过程 .

由于 yB
H
( t )为一平稳随机过程 ,故

　 Sy
BH

(k) =∫
+ ∞

- ∞
RB

H
(f) e

- ikf
df=

-
V H

2∫
+ ∞

-∞∫
+ ∞

- ∞∫
+ ∞

- ∞
|f- f1 +

f2|2H
h (f1 )h (f2 ) e- ikfdfdf1df2 =

∫
+ ∞

-∞
h (f1 ) e- ikf

1df1∫
+ ∞

-∞
h (f2 ) eikf

2df2  

　　 -
V H

2∫
+ ∞

-∞
|f|

2H
e
- ikf

df=
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　　|H (k)|2 /|k|2H+ 1 , ( 6)

当 H (k)取为广义理想带通滤波器时 ,即

H (k) =
1

0
　

( 0 < kL < |k|) ,

(k= 0)

时 ,有 Sy
B H

(k)= 1 /|k|
2H+ 1

,由于 H (k)是广义理

想带通滤波器 ,因此 ,在通带 kL> 0内 , BH ( t ) 与

yBH ( t )具有相同的谱分布和相同形式的功率谱 ,

它们唯一的区别仅在于直流分量上 .故分数布朗

运动的功率谱在通带 kL> 0内为 1 /|k|
2H+ 1

.令

kL → 0, 则 得 分 数 布 朗 运 动 的 功 率 谱 为

1 /|k|
2H+ 1

.因此 ,通过线性滤波的方法 ,由频域直

接推导出了分数布朗运动的功率谱表示 .需要指

出的是 ,通过广义带通滤波的方法 ,滤除了分数布

朗运动中不平稳的直流分量 ,从而由 yB
H
( t )的功

率谱得到 BH ( t ) 的功率谱 ,这种处理方法的合理

性还在于 ,从信息论的角度来看 ,直流分量的去

除 ,并不损失信息量 .

5　讨论

以上由分数布朗运动通过一线性时不变理想

带通滤波器的输出推导出了分数布朗运动的功率

谱 .当系统冲激响应取

h ( t ) = a
1 /2
g ( - t /a ) ( 7)

并 且 满 足 G( 0) = 0 时 (其 中 G(k) =

∫
+ ∞

-∞
g( t ) e- iktdt ) ,则 h ( t )可视为一带通滤波器 .若

同时满足∫
+ ∞

0

|G(k)|
2

k
dk < ∞ ,则输出

y ( t ) = B H ( t )* h ( t ) =∫
+ ∞

- ∞
B H (s ) g

s - t
a

ds

为分数布朗运动的小波变换 .故由式 ( 6)直接可

得

　 Sy (k) = |H (k)|2 /|k|2H+ 1 =

a|G(ak)|
2
/|k|

2H+ 1
,

所得结果与式 ( 4)相同 .由于式 ( 7)中的带通滤

波器是依赖于参数 a的 ,所以当 a取所有大于零

的值时 ,按照式 ( 5) ,即可得到分数布朗运动的功

率谱 .故分数布朗运动的小波变换分析从频域上

看 ,只是系统冲激响应取为 h ( t ) = a
1 /2
g ( - t /a )

的一种特殊带通滤波器情形 .

因此 ,基于线性时不变系统滤波的方法 ,为非

平稳分数布朗运动功率谱的分析建立了一种频域

分析的一般方法 ,它更好地揭示了分数布朗运动

的谱特性 .
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Spectrum Analysis for Fractional Brownian Motion
Xue Donghui　Zhu Yaoting　 Zhu Guangx i　X iong Yan

Abstract　 The time-frequency analysis and time-scale domain analy sis for the spectrum of f ractional

Brow nian mo tion are discussed. With an analysis of the non-stationarity of f ractional Brow nian mo-

tion, the conclusion that the output o f the non-sta tionary f ractional Brow nian mo tion through a band-

pass fil ter wi ll be a stationary stochastic process is proved. The f requency-domain analysis method fo r

the spect rum o f fractional Brow nian motion based on linear time-inva riant fil tering is propo sed and

discussed.
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